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摘　要：针对边界未知扰动和系统结构参数均具有不确定性的柔性机械臂系统，为了抑制其振动和提高振动控
制效果，通过对柔性臂的结构参数估计，采用自适应和边界控制技术，设计了带有边界扰动观测器的鲁棒自适

应边界控制对柔性臂振动进行控制。所设计控制算法能补偿结构参数不确定性和避免了控制溢出，边界扰动观测

器能抑制和跟踪边界未知扰动的影响。随后利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ综合法对控制系统的稳定性和一致有界性进行了证明。
仿真结果进一步验证了该控制算法对抑制柔性臂振动的有效性。
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　　柔性机械臂被广泛的应用于机器人、机械工程
和航天技术等领域。然而其弹性变形产生的振动现

象将直接影响柔性臂的操作精度和工作性能，限制

其在高精度要求领域的应用［１－２］。因此，近年来柔

性臂振动控制问题再次得到越来越多的重视。

柔性机械臂系统是一类具有强耦合、非线性、

时变等特点的机电耦合分布参数系统，其动力学模

型由偏微分和常微分方程混合描述［３］，具有无穷

维特点，因此直接对其控制设计具有很大难度，传

统控制控制方法则大多数将其线性化为有限维常微

分方程进行控制设计［４－６］，但仅对几个关键模态进

行控制时，未建模高频模态可能到来溢出效应并影

响系统稳定性［５－６］。边界控制因能避免控制溢出、

易构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和无需分布传感器／控制器等
独特优势而广泛应用于柔性结构的振动主动控

制［７－１０］，近年柔性臂振动控制研究成果将边界控

制与诸如自适应、鲁棒、反步等先进控制方法相结

合［１，１１－１５］，基于结构无限维模型直接进行振动主

动控制设计，取得较好效果并避免了溢出问题。然

而，目前国内外绝大多数研究成果并未考虑边界未

知扰动的情况，但在实际柔性臂系统中，由于边界

驱动器的原因，系统不仅仅存在边界扰动，边界扰

动还具有很强的不确定性。同时，柔性臂系统的结

构参数也具有不确定性，诸如其张力、弯曲刚度等

参数通常是未知或难以准确测量，甚至部分结构参

数可能随柔性臂振动偏移量的变化而变化。因此，

为了提高柔性臂振动控制效果和品质，要求所设计

的控制算法具有较好的鲁棒性和自适应能力，能补

偿系统结构参数和边界扰动的不确定性。

本文将研究柔性机械臂系统在边界未知扰动作

用下，其结构参数未知或不可测时的振动主动控制

问题。基于柔性臂无限维分布参数模型，通过对其

参数进行估计，采用自适应和边界控制技术，设计

带有边界扰动观测器的鲁棒自适应边界控制器对柔

性臂的振动进行控制，以算法自适应能力补偿系统

结构参数的不确定性，以边界扰动观测器对边界未

知扰动进行跟踪、抑制和补偿，从而改善柔性臂的

振动控制效果。其后运用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ综合法对柔性
臂系统稳定性和一致有界性给予证明。最后给出所

设计控制器有效性和可靠性的仿真研究结果。

１　柔性机械臂动力学模型
注１　本文做如下简写假设：（·）（ｔ）＝（·），

（·）（ｘ，ｔ）＝（·），（·）′（ｘ，ｔ）＝（·）
ｘ
，（·
·

）（ｘ，ｔ）＝

（·）
ｔ
。

图１为典型具有边界未知扰动的柔性机械臂，
其中ｙ（ｘ，ｔ）为ｔ时刻在位置ｘ处的偏移量。

图１　具有边界未知扰动的柔性机械臂
Ｆｉｇ１　Ｔｈｅｆｌｅｘｉｂｌｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎ

ｂｏｕｎｄａｒｙｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

本文所研究柔性机械臂系统的模型将直接引用

项目组的前期研究成果文献 ［１４］，即由文献
［１４］中式（５）－（６）可得本文研究的柔性机械臂动
力学模型。柔性臂系统的控制方程为

ρ̈ｙ＋ＥＩｙ″″－Ｔｙ″＋ｃｙ＝０ （１）
其中 （ｘ，ｔ）∈ （０，Ｌ） × ［０，＋∞），ρ为柔
性臂单位长度质量，Ｌ为柔性臂长度，ＥＩ（以下简
写为Ｅ）为机械臂弯曲刚度，Ｔ为机械臂张力，ｃ
为结构阻尼系数。

系统边界条件为

ｙ′（０，ｔ）＝ｙ″（Ｌ，ｔ）＝ｙ（０，ｔ）＝０，
Ｍ̈ｙ（Ｌ，ｔ）－Ｅｙ（Ｌ，ｔ）＋ｄｓｙ（Ｌ，ｔ）＋

Ｔｙ′（Ｌ，ｔ）
{

＝ｕ＋ｄ

（２）

其中ｔ∈ ［０，＋∞），Ｍ为控制器质量，ｄｓ为载
荷阻尼系数，ｄ（ｔ）为边界扰动，ｕ（ｔ）为控制输入。

柔性臂系统的初始条件为

ｙ（ｘ，０）＝ｙ（ｘ，０）＝０ （３）

　　假设１　对于未知扰动ｄ（ｔ），若存在常数 ｄ
⌒
，ｄｍ

∈Ｒ＋，有｜ｄ（ｔ）｜≤ｄ，（ｘ，ｔ）∈（０，Ｌ）×［０，＋∞）。
这个假设是合理的，因为边界未知扰动 ｄ（ｔ）是外
源的，具有有限能量，因此是有界的［７－８，１４］。

２　控制设计
本节利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ综合法在柔性臂右边界设

计一个带有边界扰动观测器的鲁棒自适应边界控

制，通过控制作用对柔性臂的振动进行抑制，设计

的控制算法具有较好的鲁棒性和自适应性，从而能

补偿柔性臂系统的不确定性，并能实现对边界未知

扰动的跟踪。

２１　预备知识
为方便随后各章节的研究工作，给出如下引理

５４
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和性质［７－８，１４］。

引理 １　令 φ１（ｘ，ｔ），φ２（ｘ，ｔ）∈ Ｒ，其中 ｘ∈
［０，Ｌ］，ｔ∈ ［０，＋∞），当 σ ＞０时下列等式成
立

φ１φ２≤｜φ１φ２｜≤φ
２
１＋φ

２
２，｜φ１φ２｜＝

（
１

槡σ
φ１）（槡σφ２）≤

１
σφ

２
１＋σφ

２
２ （４）

　　引理２　设φ（ｘ，ｔ）∈Ｒ为定义在ｘ∈ ［０，Ｌ］，
ｔ∈ ［０，＋∞）的函数，且满足边界条件 φ（０，ｔ）
＝０，ｔ∈［０，∞），则有如下不等式组成立

∫
Ｌ

０
φ２ｄｘ≤Ｌ２∫

Ｌ

０
（φ′）２ｄｘ，φ２≤Ｌ∫

Ｌ

０
（φ′）２ｄｘ（５）

２２　自适应边界控制
对于由式 （１） － （３）描述的柔性臂系统，

若其结构参数 ＥＩ、Ｔ、ｄｓ和 Ｍ未知或不可测，为
使该系统稳定，提出以下鲁棒自适应边界控制律

ｕ＝Ｔ
⌒
ｙ′（Ｌ，ｔ）－Ｅ

⌒
ｙ（Ｌ，ｔ）＋ｄ

⌒
ｓ
ｙ（Ｌ，ｔ）＋

Ｍ
⌒
［ｙ（Ｌ，ｔ）－ｙ′（Ｌ，ｔ）］－ｋｖ－ｄ

⌒
（６）

其中ｋ＞０为控制增益，Ｔ
⌒
、Ｅ
⌒
、ｄ
⌒
ｓ、Ｍ

⌒
和 ｄ

⌒
分别为

Ｔ、Ｅ、ｄｓ、Ｍ和ｄ的估计值，辅助控制ｖ为
ｖ＝ｙ（Ｌ，ｔ）＋ｙ′（Ｌ，ｔ）－ｙ（Ｌ，ｔ） （７）

式 （７）对时间求导并乘以Ｍ，再代入式 （２）得

Ｍｖ
·

＝Ｅｙ（Ｌ，ｔ）－Ｔｙ′（Ｌ，ｔ）－ｄｓｙ（Ｌ，ｔ）－
Ｍ［ｙ（Ｌ，ｔ）－ｙ′（Ｌ，ｔ）］＋ｄ＋ｕ （８）

　　定义边界扰动估计 ｄ
⌒
为

ｄ
⌒
＝φ（ｔ）＋Ｍｙ（Ｌ，ｔ） （９）

上式对时间求导，得观测器为

ｄ
⌒·

＝φ（ｔ）＋Ｍ̈ｙ（Ｌ，ｔ） （１０）
其中

φ（ｔ）＝ｖ－Ｍｙ（Ｌ，ｔ）－φ（ｔ）＋ｄｓｙ（Ｌ，ｔ）－
ｕ－Ｅｙ（Ｌ，ｔ）＋Ｔｙ′（Ｌ，ｔ） （１１）

边界扰动误差珘ｄ为

珘ｄ＝ｄ－ｄ
⌒

（１２）
上式对时间求导，在结合式 （２）、式 （９） －
（１２）可得

珘ｄ
·

＝ｄ
　·
－珘ｄ－ｖ （１３）

　　定义柔性臂结构参数估计误差为

珘Ｅ＝Ｅ－Ｅ
⌒
，珘Ｔ＝Ｔ－Ｔ

⌒
，

珘ｄｓ＝ｄｓ－ｄ
⌒
ｓ，珟Ｍ ＝Ｍ－Ｍ

⌒
（１４）

若设计自适应控制律

Ｅ
⌒·

＝－γ１ζ１Ｅ
⌒
＋ζ１ｙ（Ｌ，ｔ）ｖ，

Ｔ
⌒·

＝－γ２ζ２Ｔ
⌒
－ζ２ｙ′（Ｌ，ｔ）ｖ，

ｄ
⌒·

ｓ＝－γ３ζ３ｄ
⌒
ｓ－ζ３ｙ（Ｌ，ｔ）ｖ，

Ｍ
⌒·

＝－γ４ζ４Ｍ
⌒
－ζ４［ｙ（Ｌ，ｔ）－ｙ′（Ｌ，ｔ）］













ｖ

（１５）

其中γ１、γ２、γ３、γ４、ζ１、ζ２、ζ３和ζ４均为正常数。
对式 （１４）对时间求导，再代入式 （１５）则

有

Ｅ
～·

＝γ１ζ１Ｅ
⌒
－ζ１ｙ（Ｌ，ｔ）ｖ，

Ｔ
～·

＝γ２ζ２Ｔ
⌒
＋ζ２ｙ′（Ｌ，ｔ）ｖ，

ｄ
～·

ｓ＝γ３ζ３ｄ
⌒
ｓ＋ζ３ｙ（Ｌ，ｔ）ｖ，

Ｍ
～·

＝γ４ζ４Ｍ
⌒
＋ζ４［ｙ（Ｌ，ｔ）－ｙ′（Ｌ，ｔ）］













ｖ

（１６）

　　注２　鲁棒自适应边界控制式 （６）中所有信
号均可由传感器测得或由向后差分算法计算得到。

ｙ（Ｌ，ｔ）、ｙ′（Ｌ，ｔ）和 ｙ（Ｌ，ｔ）可分别由位移、倾角
和剪力传感器测得，ｙ（Ｌ，ｔ）、ｙ′（Ｌ，ｔ）和 ｙ（Ｌ，ｔ）可
分别由ｙ（Ｌ，ｔ）、ｙ′（Ｌ，ｔ）和 ｙ（Ｌ，ｔ）后向差分算法
计算得到。

若给定候选Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为
Ｖ（ｔ）＝Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）＋

Ｖ４（ｔ）＋Ｖ５（ｔ） （１７）
其中能量项Ｖ１（ｔ）为

Ｖ１（ｔ）＝
βρ
２∫

Ｌ

０
ｙ２ｄｘ＋βＥ２∫

Ｌ

０
（ｙ″）２ｄｘ＋

βＴ
２∫

Ｌ

０
（ｙ′）２ｄｘ （１８）

β＞０，附加项Ｖ２（ｔ）为
Ｖ２（ｔ）＝０５λＭｖ

２ （１９）
其中λ＞０，交叉项Ｖ３（ｔ）为

Ｖ３（ｔ）＝αρ∫
Ｌ

０
ｘｙ′ｙｄｘ （２０）

结构参数误差项Ｖ４（ｔ）为

Ｖ４（ｔ）＝
λ
２ζ１
珘Ｅ２＋ λ２ζ２

珘Ｔ２＋ λ２ζ３
珘ｄ２ｓ＋

λ
２ζ４
珟Ｍ２ （２１）

边界扰动误差项Ｖ５（ｔ）为
Ｖ５（ｔ）＝０５λ珘ｄ

２ （２２）
　　引理３　由式 （１７）给定的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数具
有如下上下界

０≤１［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ４（ｔ）＋Ｖ５（ｔ）］≤
Ｖ（ｔ）≤２［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ４（ｔ）＋Ｖ５（ｔ）］

（２３）

６４
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其中１和２为两正常数。
证明　由式 （２０）可得

Ｖ３（ｔ）≤
αρＬ
２∫

Ｌ

０
［（ｙ′）２＋ｙ２］ｄｘ≤ξＶ１（ｔ）

（２４）

其中ξ＝ αρＬ
ｍｉｎ（βＴ，βρ）

。

不等式 （２４）改写为
－ξＶ１（ｔ）≤Ｖ３（ｔ）≤ξＶ１（ｔ） （２５）

若适当选取ξ，可以得到
ξ１ ＝１－ξ＞０，ξ２ ＝１＋ξ＞１ （２６）

将不等式 （２６）分别代入式 （２５）可得
０＜ξ１Ｖ１（ｔ）≤Ｖ１（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）≤ξ２Ｖ１（ｔ）（２７）

结合Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数式 （１７），由上式可得
０≤１［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ４（ｔ）＋Ｖ５（ｔ）］≤
Ｖ（ｔ）≤２［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ４（ｔ）＋Ｖ５（ｔ）］

（２８）
其中１ ＝ｍｉｎ（ζ１，１）和 ２ ＝ｍａｘ（ζ２，１）。证
毕。

引理４　由式 （１７）给定的候选 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数对时间的导数具有如下上界

Ｖ
·

（ｔ）≤－Ｖ（ｔ）＋ε （２９）
其中，ε＞０。

证明　将式 （１７）对时间求导有

Ｖ
·

（ｔ）＝Ｖ
·

１（ｔ）＋Ｖ
·

２（ｔ）＋Ｖ
·

３（ｔ）＋

Ｖ
·

４（ｔ）＋Ｖ
·

５（ｔ） （３０）
其中由式 （１８）可得

Ｖ
·

１（ｔ）＝Ａ１＋Ａ２＋Ａ３ （３１）

其中 Ａ１ ＝βρ∫
Ｌ

０
ｙ̈ｙｄｘ，Ａ２ ＝βＥ∫

Ｌ

０
ｙ″ｙ″ｄｘ和 Ａ３ ＝

βＴ∫
Ｌ

０
ｙ′ｙ′ｄｘ。

将式 （１）代入Ａ１，应用分部积分得

Ａ１ ＝β∫
Ｌ

０
ｙ（Ｔｙ″－Ｅｙ′－ｃｙ）ｄｘ （３２）

对Ａ２和Ａ３进行分部积分可得

Ａ２ ＝βＥ∫
Ｌ

０
ｙｙ′ｄｘ－βＥｙ（Ｌ，ｔ）ｙ（Ｌ，ｔ），

Ａ３ ＝－βＴ∫
Ｌ

０
ｙｙ″ｄｘ＋βＴｙ（Ｌ，ｔ）ｙ′（Ｌ，ｔ{

）

（３３）

分别将式（３２）－（３３）代入式 （３１），有

Ｖ
·

１（ｔ）＝－
βＥ
２
ｙ２（Ｌ，ｔ）－ρＥｙ（Ｌ，ｔ）ｙ′（Ｌ，ｔ）－

βＥ
２［ｙ′（Ｌ，ｔ）］

２－βＥ２［ｙ（Ｌ，ｔ）］
２＋

βＥｙ（Ｌ，ｔ）ｙ′（Ｌ，ｔ）＋βＥ２ｖ
２＋

βＴｙ（Ｌ，ｔ）ｙ′（Ｌ，ｔ）－βｃ∫
Ｌ

０
ｙ２ｄｘ （３４）

将式 （１９）对时间求导，并代入式 （６）和式 （８）
得

Ｖ
·

２（ｔ）≤－λｋｖ
２＋λｖ［珘ｄ＋珘Ｅｙ（Ｌ，ｔ）－

珘Ｔｙ′（Ｌ，ｔ）－珘ｄｓｙ（Ｌ，ｔ）－珟Ｍｙ（Ｌ，ｔ）＋珟Ｍｙ′（Ｌ，ｔ）］

（３５）
式 （２０）对时间求导，代入边界条件式 （２），并
应用分部积分得

Ｖ
·

３（ｔ）≤－αＥＬｙ′（Ｌ，ｔ）ｙ（Ｌ，ｔ）＋
αＴＬ
２［ｙ′（Ｌ，ｔ）］

２＋αρＬ２
ｙ２（Ｌ，ｔ）－ αＴ

２－αｃＬδ( )１·

∫
Ｌ

０
（ｙ′）２ｄｘ－ αρ

２－
αｃＬ
δ( )
１
∫
Ｌ

０
ｙ２ｄｘ－３αＥ２∫

Ｌ

０
（ｙ″）２ｄｘ

（３６）
其中δ１为任意的正常数。

式 （２１）对时间求导，并结合式 （１４）和式
（１６），以及利用基本不等式可得

Ｖ
·

４（ｔ）≤－λ
γ１
２
珘Ｅ２＋

γ２
２
珘Ｔ２＋

γ３
２
珘ｄ２ｓ＋

γ４
２
珟Ｍ( )２ ＋

λγ１
２Ｅ

２＋
γ２
２Ｔ

２＋
γ３
２ｄ

２
ｓ＋
γ４
２Ｍ( )２ －

λｖ［珘Ｅｙ（Ｌ，ｔ）－珟Ｍｙ（Ｌ，ｔ）－珘Ｔｙ′（Ｌ，ｔ）－
珘ｄｓｙ（Ｌ，ｔ）＋珟Ｍｙ′（Ｌ，ｔ）］ （３７）

根据式 （２１）和式 （３７），若定义
３ ＝ｍｉｎ（ζ１γ１，ζ２γ２，ζ３γ３，ζ４γ４） （３８）

则式 （３７）可改写为

Ｖ
·

４（ｔ）≤－３Ｖ４（ｔ）＋ε１－λｖ［珘Ｅｙ（Ｌ，ｔ）－
珟Ｍｙ（Ｌ，ｔ）－珘Ｔｙ′（Ｌ，ｔ）－珘ｄｓｙ（Ｌ，ｔ）＋珟Ｍｙ′（Ｌ，ｔ）］

（３９）

其中ε１ ＝λ
γ１
２ＥＩ

２＋
γ２
２Ｔ

２＋
γ３
２ｄ

２
ｓ＋
γ４
２Ｍ( )２ 。

式 （２２）对时间求导，代入式 （１３）并利用
基本不等式得

Ｖ
·

５（ｔ）≤－λ珘ｄｖ－０５λ珘ｄ
２＋０５λｄ

　·２ （４０）
将式（３４）－（３６）和式（３９）－（４０）代入式（３０），并
结合假设１、式 （１６）和不等式（４）－（５）有

Ｖ
·

（ｔ）≤－３Ｖ４（ｔ）＋ε－（λｋ－
βＥ
２）ｖ

２－

Ｅ（β２－ β－αＬδ３）［ｙ（Ｌ，ｔ）］
２－

βＥ－αＴＬ
２ －βＴ－Ｅ

δ２
－
Ｅβ－αＬ
δ( )
３

·

［ｙ′（Ｌ，ｔ）］２－ βＥ
２－βＴ－Ｅδ２－

αρＬ( )２ ·

７４
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［ｙ（Ｌ，ｔ）］２－３αＥ２∫
Ｌ

０
（ｙ″）２ｄｘ－（βｃ＋αρ２－

αｃＬ
δ１
）·

∫
Ｌ

０
ｙ２ｄｘ－（αＴ２－αｃＬδ１）∫

Ｌ

０
（ｙ′）２ｄｘ （４１）

其中δ２，δ３为任意的正常数。选择适当参数值 ｋ，
λ，α，β，δ１，δ２和δ３满足如下条件：

τ１ ＝βｃ＋
αρ
２－

αｃＬ
δ１
＞０，τ２ ＝

αＴ
２－αｃＬδ１ ＞０，

τ３ ＝
３αＥ
２，τ４ ＝λｋ－

βＥ
２ ＞０，

τ５ ＝
βＥ
２－βＴ－Ｅδ２－

αρＬ
２ ≥０，

τ６ ＝
βＥ
２－

βＴ－Ｅ
δ２

－
Ｅβ－αＬ
δ３

－αＴＬ２ ≥０，

τ７ ＝
βＥ
２－Ｅβ－αＬδ３≥０，

ε＝ε１＋
λ
２ｄ

２
ｍ，４ ＝ｍｉｎ（

２τ１
ρ
，
２τ２
Ｔ，
２τ３
Ｅ，
２τ４
Ｍ，１）。

结合引理３，式 （４１）可改写为

Ｖ
·

（ｔ）≤－４［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ５（ｔ）］－
３Ｖ４（ｔ）＋ε≤－５［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋
Ｖ４（ｔ）＋Ｖ５（ｔ）］＋ε≤－Ｖ（ｔ）＋ε （４２）

其中５＝ｍｉｎ（３，４）和＝（５／２）。证
毕。

２３　稳定性分析
基于上述引理，小本节给出柔性臂闭环系统的

稳定性定理。

定理１由式 （１） － （３）所描述的柔性臂闭
环系统，在假设１和控制器式 （６）作用下，有如
下关系式成立。

１）一致有界：柔性臂闭环系统的振动偏移状
态量ｙ（ｘ，ｔ）一致包含于Ω１中

Ω１：＝｛ｙ（ｘ，ｔ）∈Ｒ ｙ（ｘ，ｔ）≤
χ１，（ｘ，ｔ）∈［０，Ｌ］×［０，＋∞）｝ （４３）

其中χ１ ＝
２Ｌ
βＴ１

［Ｖ（０）＋ε
槡
］。

２）一致最终有界：柔性臂闭环系统的振动偏
移状态量ｙ（ｘ，ｔ）最终收敛于Ω２中

Ω２：＝｛ｗ（ｘ，ｔ）∈Ｒ ｌｉｍ
ｔ→∞
ｗ（ｘ，ｔ）≤χ２，

（ｘ，ｔ）∈［０，Ｌ］×［０，＋∞）｝ （４４）

其中χ２ ＝
２Ｌε
βＴ１槡 

。

证明　对式 （４２）乘以ｅｔ，并可得

Ｖ
·

（ｔ）ｅｔ≤－Ｖ（ｔ）ｅｔ＋εｅｔ

ｔ
［Ｖ（ｔ）ｅｔ］≤εｅｔ （４５）

对上述不等式积分得

Ｖ（ｔ）≤［Ｖ（０）－ε
］ｅ－ｔ＋ε

≤

Ｖ（０）ｅ－ｔ＋ε


（４６）

其中上式表明Ｖ（ｔ）为有界。
由不等式 （５）、式 （１８）和式 （２８）可得
βＴ
２Ｌｙ

２（ｘ，ｔ）≤βＴ２∫
Ｌ

０
（ｙ′）２ｄｘ≤Ｖ１（ｔ）≤

Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ４（ｔ）≤
１
１
Ｖ（ｔ） （４７）

将式 （４６）代入式 （４７），重排上述不等式得

ｙ（ｘ，ｔ）≤
２Ｌ
βＴ１

［Ｖ（０）ｅ－ｔ＋ε
槡
］≤

２Ｌ
βＴ１

［Ｖ（０）＋ε
槡
］ （４８）

其中 （ｘ，ｔ）∈ ［０，Ｌ］ × ［０，＋∞）。则进一
步可得

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｙ（ｘ，ｔ）≤

２Ｌ
βＴ１

［Ｖ（０）ｅ－ｔ＋ε
槡
］≤

２Ｌε
βＴ１槡 

，ｘ∈［０，Ｌ］ （４９）

由式 （４８） －（４９）可知定理１得以证明。证毕。

３　数字仿真
本节将数值仿真研究柔性机械臂的振动情况，

并验证所设计鲁棒自适应边界控制式 （６）对柔性
臂振动抑制的有效性。柔性臂系统参数为ρ＝１ｋｇ／
ｍ，Ｍ＝２ｋｇ，Ｌ＝１０ｍ，ｃ＝１Ｎｓ／ｍ２，ｄｓ＝１Ｎｓ／ｍ，
Ｅ＝５０Ｎｍ２和Ｔ＝１０Ｎ，边界未知扰动为

ｄ（ｔ）＝１＋１１０∑
３

ｉ＝１
ｓｉｎ（ｉｔ） （５０）

　　当选择控制器参数ｋ＝１００，图２－５给出数字
仿真验证结果，其中图２为柔性臂在有／无控制作
用下的振动偏移图，图 ３则给出了柔性臂中部
（ｘ＝５ｍ）和右边界 （ｘ＝１０ｍ）的振动偏移图，
图４为边界扰动跟踪图，图５为鲁棒自适应边界控
制输入。

由仿真结果图２－３可知，当鲁棒自适应边界
控制作用于柔性臂系统后，其振动偏移量都有显著

的减少，验证了本文设计控制算法对抑制柔性臂振

动是非常有效的；由仿真结果图３可知，虽然在柔
性臂中部 （ｘ＝５ｍ）并未布置控制器／传感器，
但其中部的振动也有十分显著的减小，体现了边界

控制技术在柔性结构振动控制方面的独特优势；仿

真结果图４表明边界干扰观测器能很好跟踪边界未

８４
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图２　柔性机械臂偏移量：（ａ）无控制，（ｂ）有控制
Ｆｉｇ２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ：（ａ）ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ，

（ｂ）ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

图３　柔性机械臂偏移量：（ａ）ｘ＝１０ｍ，（ｂ）ｘ＝５ｍ
Ｆｉｇ３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒａｔ：

（ａ）ｘ＝１０ｍ，（ｂ）ｘ＝５ｍ

知扰动，而仿真结果图５给出了控制输入情况。

图４　边界未知扰动跟踪
Ｆｉｇ４　Ｔｒａｃｋｉｎｇｏｆｕｎｋｎｏｗｎｂｏｕｎｄａｒｙｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

图５　自适应边界控制输入
Ｆｉｇ５　Ａｄａｐｔｉｖｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｔｒｏｌｉｎｐｕｔ

４　结　论
本文研究了具有边界未知扰动和系统结构参数

都不确定的柔性机械臂振动主动控制问题。基于

Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立的柔性机械臂无穷维分布参数模
型，设计了带有边界干扰观测器的鲁棒自适应边界

控制对柔性臂振动进行控制。所设计的鲁棒自适应

控制器除了能避免基于降阶模型而导致的控制溢出

外，还具有很强的鲁棒性和自适应性，能有效的补

偿系统结构参数和边界扰动的不确定性，并能实现

对边界未知扰动的跟踪、抑制和补偿。本文所设计

的振动控制方法保证了柔性臂系统的稳定性和一致

有界性。最后对设计的鲁棒自适应边界控制算法进

行了数值仿真研究，验证了算法的有效性。

参考文献：

［１］　刘屿，黄浩维，邬依林，等．基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法的
柔性梁振动控制［Ｊ］．华南理工大学学报：自然科学
版，２０１３，４１（２）：２４－２９．

［２］　张德江，张袅娜．参数不确定柔性机械手的快速终端
滑模控制［Ｊ］．控制与决策，２０１０，２５（３）：４３３－４３６．

［３］　ＬＯＧＡＮＪＤ．Ａｐｐｌｉｅｄｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｗｉ
ｌｅｙ，２００６．

［４］　丁希仑，张启先．机器人柔性臂动力学建模的 Ｄ
Ｈｏｌｚｅｒ法［Ｊ］．机械工程学报，１９９９，３５（３）：２５－２８．

［５］　ＶＡＮＤＥＧＲＩＦＴＭＷ，ＬＥＷＩＳＦＬ，ＺＨＵＳＱ．Ｆｌｅｘｉｂｌｅ
ｌｉｎｋｒｏｂｏｔａｒｍｃｏｎｔｒｏｌｂｙａｆｅｅｄｂａｃｋｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎ／ｓｉｎｇｕｌａｒ
ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＲｏｂｏｔｉｃＳｙｓｔｅｍｓ，
１９９４，１１（７）：５９１－６０３．

［６］　ＢＡＬＡＳＭＪ．Ｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｏｆｆｌｅｘｉｂｌｅｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，１９７８，２３（４）：
６７３－６７９．

［７］　ＬＩＵＹ，ＸＵＢＳ，ＷＵＹＬ，ｅｔａｌ．Ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｔｒｏｌｏｆａｎ
ａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｂｅｌｔ［Ｃ］∥ＣｈｉｎｅｓｅＣｏｎｔｒｏｌＣｏｎｆ．Ｘｉａｎ

９４



中山大学学报 （自然科学版） 第５４卷　

Ｃｈｉｎａ，２０１３：１２２８－１２３３．
［８］　ＬＩＵＹ，ＨＵＡＮＧＨＷ，ＧＡＯＨＸ，ｅｔａｌ．Ｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄ

ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｔｒｏｌｏｆａｆｌｅｘｉｂｌｅｍａｒｉｎｅｒｉｓｅｒｃｏｕｐｌｅｄｗｉｔｈ
ｉｎｔｅｒｎａｌｆｌｕｉｄｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｎｔｒｏｌＴｈｅｏｒｙ
ａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１３，１１（２）：３１６－３２３．

［９］　张伟，陈立群．轴向运动弦线横向振动控制的 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ方法［Ｊ］．控制理论与应用，２００６，２３（４）：５３１
－５３５．

［１０］　邬依林，刘屿．分布参数柔性梁的建模与振动边界
控制［Ｊ］．中山大学学报：自然科学版，２０１３，５２
（３）：５５－６２．

［１１］　ＫＲＳＴＩＣＭ，ＳＭＹＳＨＬＹＡＥＶＡ．Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒａｎｄｏｂｓｅｒｖｅｒｄｅｓｉｇｎｓｆｏｒｔｈｅｓｌｅｎｄｅｒＴｉｍｏｓｈ
ｅｎｋｏｂｅａｍ［Ｃ］∥ＰｒｏｃｏｆＩＥＥＥＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＤｅｃｉｓｉｏｎ
ａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ．Ｓｅｖｉｌｌｅ：ＩＥＥＥＰｒｅｓｓ，２００５：１－８．

［１２］　ＥＮＤＯＴ， ＭＡＴＳＵＮＯ Ｆ， ＫＡＷＡＳＡＫＩＨ． Ｓｉｍｐｌｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｏｆｔｗｏｏｎｅｌｉｎｋｆｌｅｘｉｂｌｅ
ａｒｍｓｆｏｒｇｒａｓｐｉｎｇ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃ
Ｃｏｎｔｒｏｌ，２００９，５４（１０）：２４７０－２４７６．

［１３］　ＺＨＡＮＧＬＪ，ＬＩＵＪＫ．Ａｄａｐｔｉｖｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒ
ｆｌｅｘｉｂｌｅｔｗｏｌｉｎｋｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｂａｓｅｄｏｎｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＩＥＴＣｏｎｔｒｏｌＴｈｅｏｒｙａｎｄ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１３，７（１）：４３－５１．

［１４］　吴忻生，邓军．末端有未知扰动的分布参数柔性机
械臂的鲁棒边界控制［Ｊ］．控制理论与应用，２０１１，
２８（４）：５１１－５１８．

［１５］　杜燕，许跟起．具有边界控制的线性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ型
系统术的指数稳定性［Ｊ］．系统科学与数学，２００８，
２８（５）：

檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵檵

５５４－５７５．

（上接第４３页）

［１２］　卫雪梅，崔尚斌．一个肿瘤生长自由边界问题解的整
体存在性和唯一性［Ｊ］．数学物理学报，２００６，２６：１
－８．

［１３］　ＣＵＩＳ，ＷＥＩＸ．Ｇｌｏｂａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｆｏｒａｐａｒａｂｏｌｉｃｈｙｐｅｒ
ｂｏｌｉｃｆｒｅｅｂｏｕｎｄａｒｙｐｒｏｂｌｅｍｍｏｄｅｌｉｎｇｔｕｍｏｒｇｒｏｗｔｈ［Ｊ］．
ＡｃｔａＭａｔｈＡｐｐｌＳｉｎｉｃａ，Ｅｎｇｌｉｓｈｓｅｒｉｅｓ，２００５，４：５９７－
６１４．

［１４］　ＷＥＩＸ，ＣＵＩＳ．Ｇｌｏｂａｌｗｅｌｌｐｏｓｓｅｄｎｅｓｓｆｏｒａｄｒｕｇｔｒａｎｓ
ｐｏｒｔｍｏｄｅｌｉｎｔｕｍｏｒｍｕｌｔｉｃｅｌｌｓｐｈｅｒｏｉｄｓ［Ｊ］．Ｍａｔｈａｎｄ
ＣｏｍｐｕｔＭｏｄｅｌｌｉｎｇＳｃｉ，２００７，４５：５５３－５６３．

［１５］　ＷＥＩＸ，ＣＵＩＳ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｇｌｏｂａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒａｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｕｓｅｏｆｍａｃｒｏｐｈａ
ｇｅｓｉｎｔｕｍｏｒｍｅｄｉｃｉｎｅ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ：Ｒｅａｌ
ＷｏｒｌｄＡｐｐｌ，２００７，８：９２２－９３８．

［１６］　ＷＥＩＸ，ＣＵＩＳ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｇｌｏｂａｌｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｓｆｏｒａｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆａｎｔｉａｎｇｉｏｇｅｎｅｓｉｓｉｎ
ｔｕｍｏｒｇｒｏｗｔｈ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ，２００８，９：１８２７
－１８３６．

［１７］　ＬＩＡＯＫＬ，ＢＡＩＸ Ｆ，ＦＲＩＥＤＭＡＮ Ａ．Ｔｈｅｒｏｌｅｏｆ
ＣＤ２００ＣＤ２００Ｒｉｎｔｕｍｏｒｉｍｍｕｎｅｅｖａｓｉｏｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｎａｌ
ｏｆＴｈｅｏｒｅｔｉａｌＢｉｏ，２０１３，３８２：６５－７６．

０５




